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Ю. В. Яременко.
Розглянуто властивості напівдосконалих напівдистрибутивних кілець. Доведено, 
що нетерове напівдосконале дистрибутивно модульного типу кільце з ациклічним 
сагайдаком -  бірядне.
There we describe the property of semi-perfect semi-distributive rings. We prove that 
any noetherian semi-perfect ring of distributive module type with an acyclic quiver is 
biserial.
На сьогодні роль “елементарних” об’єктів, до яких зводиться вивчення 
більш складних об’єктів, в багатьох випадках в теорії кілець відіграють 
дистрибутивні кільця і модулі, хоч вони і самі по собі мають досить цікаву 
структуру. Вивченню дистрибутивних і напівдистрибутивних кілець та 
модулів над ними присвячено багато робіт відомих алгебраїстів: Брунгса, 
Камілло, Колбі, Фуллера, Туганбаєва і ін. Результати досліджень опубліковані 
в книзі [1].
Одним із прикладів дистрибутивних кілець є комутативна алгебра. Так, 
дедекіндові кільця (наприклад, кільце цілих чисел або кільце многочленів від 
однієї змінної над полем) є дистрибутивними кільцями. Як показали Албу і 
Настасеску [2] модулі Безу над комутативними кільцями будуть 
дистрибутивними модулями (модулем Безу називається модуль, у якого всі 
скінченнопороджені підмодулі циклічні). Як показав Йенсен [3] 
дистрибутивність комутативного кільця рівносильна тому, що всі його 
локалізації за максимальним ідеалом є ланцюговими кільцями. 
Дистрибутивним модулям присвячений підрозділ 4.1 книги Кона [4].
Серед робіт про дистрибутивні кільця й модулі в некомутативному 
випадку можна відмітити роботи Брунгса, Камілло, Менцеля, Стефенсона.
Модуль М  називається дистрибутивним, якщо для будь-яких його 
підмодулів K, L, N  справедлива рівність 
K  П (L + N) = K  П L  + K  П N.
Цоколем модуля називається сума всіх його мінімальних підмодулів, 
тобто простих модулів.
Камілло [5] довів, що модуль дистрибутивний тоді і тільки тоді, коли 
цоколь будь-якого його фактормодуля не містить квадратів:
Теорема 1 [5]. Модуль дистрибутивний тоді і тільки тоді, коли кожен 
його фактормодуль містить у  своєму цоколі з точністю до ізоморфізму не 
більше одного примірника кожного простого модуля.
Зрозуміло, що будь-який підмодуль і будь-який фактормодуль 
дистрибутивного модуля дистрибутивні.
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Пряма сума дистрибутивних модулів називається напівдистрибутивним 
модулем.
Кільце називається напівдистрибутивним справа (зліва), якщо воно є 
напівдистрибутивним правим (лівим) модулем над собою.
Напівдистрибутивне справа і зліва кільце називається 
напівдистрибутивним.
Кільце А  називається напівдосконалим, якщо факторкільце А/R  артинове і 
ідемпотенти можна піднімати за модулем радикала Джекобсона R  [6].
Ідемпотенти мож на піднімати за модулем R, якщо для будь-якого
2 2 елемента u є  A, для якого u -  u є  R існує елемент е = е є  А  такий, що
е - и є  R  (тобто існує ідемпотент в кільці А  конгруентний з и за модулем
R).
Теорема 2 [7,с.281]. Кільце А напівдосконале тоді і тільки тоді, коли 
воно розпадається в пряму суму правих ідеалів, кожен з яких має рівно один 
максимальний підмодуль.
Теорема 3 [8]. Кільце А напівдосконале тоді і тільки тоді, коли його 
одиниця розкладається в суму попарно ортогональних локальних
ідемпотентів.
Нехай 1 = f 1 н-н f s - такий розклад одиниці напівдосконалого кільця А  в
суму попарно ортогональних ідемпотентів, що f .A  = P ki (і = 1, ..., s). 
Позначимо
Aij = f iA  fj, ( i, j  = 1, ..., s)
і розглянемо двосторонній пірсовський розклад кільця А  відносно 
розкладу
s
1 = f  + -  + f s  : A  = ©  A ij. (1)i, j =1
Таким чином кільце А зображується у вигляді кільця матриць з 
елементами A ij із звичайними операціями додавання і множення [9,с.31]: 
Кільця А іі ізоморфні кільцям EndAPlrti^ M n.(EndAPi) ,  де EndAPi=Qi -
локальне кільце (i=1,...,s) (Mn(B) - кільце всіх квадратних матриць порядка n з 
коефіцієнтами із В) .
Через R і позначимо радикал Джекобсона кільця А . (і = 1, . ,  s). Для 
радикала R  кільця А , представленого у вигляді (1), має місце наступний 
двосторонній пірсовський розклад:
R  = ®  f і R f j , (2)
.,j=1
де fi R fi = Ri i fi R fj  = Aij ( i ф j  : i, j  = 1, . ,  s)
Таким чином, будь-яке напівдосконале кільце А представляється у вигляді
прямої суми правих ідеалів: A  = P1k 1 ® — ® Psk s , де Р 1, . ,  Ps -  попарно 
неізоморфні модулі і фактормодулі Р{ / PtR  = U. - прості (і = 1, . ,  s).
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Модулями Р 1, ..., Ps вичерпуються, з точністю до ізоморфізму, всі нерозкладні 
проективні А-модулі, а модулями U1, . ,  Us -  всі попарно неізоморфні прості 
А-модулі ([10], § 1).
Напівдосконале кільце А  називається зведеним, якщо факторкільце
A /  R  є прямим добутком тіл.
В силу теореми Моріти категорія модулів над довільним напівдосконалим 
кільцем, натурально еквівалентна категорії модулів над зведеним кільцем. 
Тому при розгляді напівдосконалих кілець можна обмежитись зведеними 
кільцями, а це означає, що в розкладі напівдосконалого кільця А  в пряму суму 
головних А-модулів немає ізоморфних. Отже, кільце А  розкладатиметься в
пряму суму нерозкладних проективних модулів: A  = P1 ©  • • • ©  Ps .
Простий модуль над зведеним напівдосконалим кільцем не анулюється 
одним локальним ідемпотентом, тобто має місце
Л ема 1. [11 ,с.47]. Мають місце рівності UieJ- = 0, eJVi = 0 при i фj  i Uiei = 
Ui, eiVi = Vi (i,j = 1,...,n).
Відомий критерій напівдистрибутивності напівдосконалого кільця, який 
належить А.А. Туганбаєву [1]:
Теорема 4. Напівдосконале кільце А напівдистрибутивне справа (зліва) 
тоді і тільки тоді, коли для будь-яких локальних ідемпотентів e i f  кільця А  
множина eA f є ланцюговим правим fA f-модулем (ланцюговим лівим eAe- 
модулем).
Для доведення теореми 4 можна використати наступне твердження (див., 
наприклад, [12], § 3.7).
Твердж ення 1. Нехай А -  напівдосконале кільце і
1 = e1 Л----- V en = f , у------Л f m - два розклада одиниці кільця А в суму попарно
ортогональних локальних ідемпотентів. Тоді m = n і існують обернений 
елемент а і підстановка і <у(і) такі, що
Єі = afv(t) a -1 (i = 1, ..., n).
Очевидно, можна вважати кільце А  зведеним. Будемо доводити 
твердження для правого випадку. Нехай A = P1 © •  © Ps - розклад кільця А  в 
пряму суму попарно неізоморфних нерозкладних проективних А-модулів,
1 = f  у •  у f s - відповідний розклад одиниці кільця А  в суму попарно 
ортогональних локальних ідемпотентів, A ij = f iA fj. Покажемо, що якщо кільце 
А  напівдистрибутивне справа, то A ij -  ланцюговий правий Ajj-модуль.
Дійсно, якщо Aij не є ланцюговим правим А-модулем, то існують 
підмодулі Х\ і Х 2 модуля Aij такі, що знайдуться елементи хі є Х\ і х2 є  Х 2, 
причому х1 g Х 2 і х2 £ Х 1. Покладемо N  = x 1AJj + x2Ajj i N  = N  A. Якщо N  -  
циклічний А^-модуль, то у нього рівно один максимальний підмодуль, і або N  
= x 1Ajj, або N  = x2Ajj, що суперечить вибору елементів х1 і х2. В силу 
представлення (2) для радикала R  і леми 1 маємо: N  / N R  = Uj © Uj, де Uj = Pj
86
/  Pj R. Тому в силу теореми 1 модуль N  не дистрибутивний. Отже, Aij -  
ланцюговий правий А^-модуль.
Покажемо, що для будь-яких двох локальних ідемпотентів e i f  з кільця 
А  множина eA f є ланцюговим правим fAf-модулем. Позначимо f = f 1 і e = ei.
Нехай 1 = ei + :  + en = f i  + •"  + f n - два розклади 1 є А  в суму попарно 
ортогональних локальних ідемпотентів. В силу твердження 1 e1 = a f^ )  a _1. 
Тоді правий А ^-модуль e1 А f i  = a f a(1) a -1A f i  = a A a(1)1 ізоморфний до правого 
А ^-модуля A a (1)1 (ізоморфізм здійснюється множенням зліва на оборотний 
елемент а є А). Тому eA f -  ланцюговий правий fAf-модуль.
Покажемо тепер, що якщо eA f -  ланцюговий правий /4 /-м одуль для будь- 
яких локальних ідемпотенів e i f  кільця А , то кільце А  напівдистрибутивне 
справа.
Будь-який підмодуль М  нерозкладного проективного модуля Р  = еА має
вигляд M  = M f  ® — ® M fs , де знак прямої суми означає пряму суму абелевих
груп. Покажемо, що в цоколь фактормодуля Р /М  входить, з точністю до 
ізоморфізму , не більше одного примірника кожного простого модуля. Нехай N
-  такий підмодуль модуля Р, що N  з  М  і фактормодуль
N  / М  простий. За лемою 1 існує єдиний номер і, для якого N f  строго 
містить M f. Це означає, що N  /  M  = Ui. Якщо N 1 з  M  -  інший підмодуль 
модуля Р  такий, що N 1 /  M  = Ui, то N f  строго містить M f  i N f k = M fk при 
k  ф і. Оскільки eA f -  ланцюговий правий Аг—модуль, то, очевидно, N f  = N f. 
Тому N 1 = N  і модуль Р  дистрибутивний в силу теореми 1. Теорема доведена.
Н аслідок 1. Нехай А -  напівдосконале кільце, 1 = e1 н-н en - розклад
1 є А  в суму попарно ортогональних ідемпотентів. Кільце А  
напівдистрибутивне справа (зліва) тоді і тільки тоді, коли для будь-яких 
ідемпотентів Єі і ej (і ф j)  з вказаного розкладу кільце (єі + ej) A (єі + ej) 
напівдистрибутивне справа (зліва).
Н аслідок 2. Нехай А -  нетерове напівдосконале напівдистрибутивне
кільце, 1 = e1 н------н en - такий же розклад, як і в попередньому наслідку, A ij =
eiAej, Ri -  радикал Дж екобсона кільця Ац.. Тоді Ri A ij = A ij R j , (i, j  = 1, ..., n).
Нагадаємо, що напівмаксимальним  кільцем називається напівдосконале 
напівпервинне нетерове справа кільце А, у якого для будь-якого локального 
ідемпотента е є  А  кільце еАе є дискретно нормованим кільцем (не обов’язково 
комутативним) [13].
Теорема 5 [13]. Будь-яке напівмаксимальне кільце ізоморфне прямому 
добутку первинних кілець вигляду
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h  =
O 7 a12O : 7 a1n O
7iai1O O : 7 a2nO
Kan1O 7 a "2O - O
(3)
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де n > 1; O  -  дискретно нормоване кільце з простим елементом ж; a iJ- -  
цілі раціональні числа, причому a iJ- + ajk > a ik для всіх i, j, k  (аіі = 0 для будь- 
якого і). Таке кільце нетерове з двох сторін.
Зауваж ення. Кільце O  вважається вкладеним у його тіло часток D  і 
двосторонній пірсовський розклад (3) означає сукупність усіх тих матриць ( a j
для напівдосконалого
є M n(D), у яких aij є  к а Ю  .
Теорема 6 [14]. Наступні умови рівносильні 
напівпервинного нетерового справа кільця А:
(а) кільце А -  напівдистрибутивне;
(б) кільце А є прямим добутком напівпростого артинового кільця і 
напівмаксимального кільця.
Теорема 7 [15]. Локальне нетерове справа кільце 3 є ланцюговим тоді і 
тільки тоді, коли воно є або дискретно нормованим кільцем, або артиновим 
ланцюговим кільцем (однорядним кільцем Кете).
Так як згідно [16] спадкове справа напівдосконале напівдистрибутивне 
справа кільце є нетеровим справа то отримаємо:
Н аслідок 3. Спадкове справа локальне кільце є напівдистрибутивним 
тоді і тільки тоді, коли воно або дискретно нормоване кільце, або тіло.
Відомо, що спадкове кільце є кусковою областю.
Нагадаємо, що напівдосконале кільце А  називається кусковою областю, 
якщо будь-який ненульовий гомоморфізм нерозкладних проективних А- 
модулів є мономорфізмом.

















Тому A  = A / 1 = A x x ••• x A t .
Н аслідок 4. Кускова область А як  абелева група розкладається в пряму 
суму кільця А 0, ізоморфного A , і первинного радикала І: А=А0ФІ.
Твердж ення 2. Якщо А -  спадкове справа напівдосконале 
напівдистрибутивне кільце, а е -  ненульовий ідемпотент кільця А, то кільце 
еАе також спадкове справа напівдосконале напівдистрибутивне кільце.
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Доведення випливає з теореми 4.
Нехай тепер А  -  спадкове справа кільце. Вияснимо якими є кільця 
А],..., A t. За твердженням 2 це первинні спадкові справа напівдосконалі 
напівдистрибутивні кільця, які згідно теореми 6 є або простими артиновими 
кільцями, або первинними спадковими напівмаксимальними кільцями.
Отже, отримали теорему:
Теорема 8. Всяке спадкове справа напівпервинне напівдосконале 
напівдистрибутивне кільце є скінченним прямим добутком первинних кілець. 
Всяке спадкове справа первинне напівдосконале напівдистрибутивне кільце 
еквівалентне в сенсі Моріти або тілу, або кільцю Hs(3), де 3 - дискретно 
нормоване кільце.
Позначимо M n(R) кільце всіх дійсних матриць порядку п.
Матрицю B eM n(R) назвемо перестановочно звідною, якщо існує
перестановочна матриця Р  така, що P TBP  =
B B 12
0 B де В] та В2 квадратні2 У
матриці порядку меншого ніж п. В противному випадку матриця називається 
перестановочно незвідною .
Скінченний орієнтований граф називається сильнозв 'язаним, якщо є 
орієнтованим шлях між довільними двома його точками.
Нагадаємо означення сагайдака нетерового справа напівдосконалого 
кільця.
Нехай А  -  нетерове справа напівдосконале кільце, R  -  його радикал 
Джекобсона, Р 1, ..., Ps -  всі попарно неізоморфні проективні нерозкладні 
модулі. Нехай проективне накриття P (PR ) модуля PtR  має вигляд
P(P ,R ) = © р ‘“, ( i j  = 1, . . . , s ).
j=1
Співставимо модулям Р 1, ..., Ps вершини (точки) ], ..., s і з ’єднаємо 
вершину і з вершиною j  tj  стрілками. Отриманий граф називається сагайдаком 
нетерового справа напівдосконалого кільця А  і позначається Q(A).
Позначимо [Q] матрицю суміжності вершин сагайдака Q.
Твердж ення 3 [18]. Сагайдак Q є сильнозв'язаним, тоді і тільки тоді, 
коли матриця [Q] є перестановочно незвідною.
Відмітимо, що перенумерація точок сагайдака Q перетворює матрицю [Q] 
в матрицю PT Q p .
Твердж ення 4 [18]. Існує перестановочна матриця Р така, що
B B 12 • •• B\t
p t Q ]p=
0 B2 . •• B2t
ч 0 0  . Bt
де матриці B],...,B t є перестановочно незвідними .
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Сагайдак називається ациклічним, якщо він не містить орієнтованих 
циклів.
Н аслідок 5. Якщо сагайдак нетерового напівдосконалого кільця 
ациклічний, то кільце має верхній трикутний вигляд, причому по діагоналі 
стоять тіла.
Н аслідок 6. Нехай А -  нетерове напівдосконале напівдистрибутивне 
зведене кільце з ациклічним сагайдаком. Тоді існує розклад 1 є А  в суму 
попарно ортогональних локальних ідемпотентів такий, шо кільце має вигляд 
(4), де кільця А 1, ..., A t є тілами, а A ij  або нуль, або є одновимірним правим А]- 
простором і одновимірним лівим А { простором. Зокрема, якщо кільце А  
нерозкладне в прямий добуток кілець, то мож на вважати всі тіла D ii 
(i=1, ...,n) ізоморфними одному і тому ж  тілу D.
Напівдосконале кільце А  називається кільцем дистрибутивно модульного 
типу, якщо довільний правий скінчено зображуваний А -модуль 
напівдистрибутивний.
У роботі [19] доведено, що напівдосконале дистрибутивно модульного 
типу кільце -  напівдистрибутивне.
Нерозкладний модуль М  називається бірядним, якщо він (тобто структура 
його підмодулів) дистрибутивний і містить ланцюгові підмодулі К 1 і К 2 
(можливо й рівні нулю) такі, що К 1+К2 є M, або найбільший власний 
підмодуль в М, а К 1п К 2 є нуль або найменший ненульовий підмодуль в М.
Напівдосконале кільце А  називається бірядним, якщо кожний правий і 
кожний лівий головний А-модуль бірядний.
Нехай число вершин сагайдака Q(A) дорівнює n і це вершини 1,...,n, 
причому з вершини і у вершину j  іде tij  стрілок. Тоді новий сагайдак RQ(A) 
складається з вершин 1 , . ,  n та T1, . , T n, де вершини T1, . , T n попарно різні. 
Сагайдак RQ(A) є дводольним графом (стрілки ідуть тільки з вершин, що 
лежать у множині {1,... ,n} у вершини, що лежать у множині (т1, ..., Tn}, причому
з вершини І у вершину Tj  йде tij  стрілок).
Такий сагайдак RQ(A) будемо називати подвоєнням сагайдака Q.
Якщо в сагайдаці RQ(A) опустити напрямок всіх стрілок, то одержимо
неорієнтований граф, який позначимо R Q (A) .
Теорема 9 [19]. Наступні умови рівносильні для напівдосконалого кільця
А, квадрат радикала Джекобсона якого дорівнює нулю:
(1) А  -  кільце дистрибутивно модульного типу ;
(2) А  -  бірядне і R Q (A) є незв'язним об'єднанням неорієнтованих 
ланцюгів.
Нехай А  -  бірядне кільце. Тоді за теоремою 1 [20] з кожної точки Q(A) 
виходить не більш двох стрілок і в кожну точку Q(A) входить не більш двох 
стрілок і в Q(A) немає кратних стрілок.
Довільний скінченний орієнтований граф, що задовольняє цим умовам 
будемо називати бірядним.
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Теорема 10 [19]. Наступні умови рівносильні для скінченного
орієнтованого графа Q без кратних стрілок:
(1) граф Q -  бірядний;
(2) неорієнтований граф R Q  є незв'язним об'єднанням циклів і ланцюгів.
Теорема 11. Нетерове напівдосконале дистрибутивно модульного типу
кільце з ациклічним сагайдаком є бірядним кільцем.
Доведення теореми випливає із наслідка 6 та теорем 9 і 10.
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